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1 Nombres réels constructibles

La régle (non graduée) et le compas sont les outils de base permettant de
travailler en géométrie.
Ainsi, Euclide a fondé sa géométrie sur un systéme d’axiomes qui assure en
particulier qu’il est toujours possible de tracer une droite passant par deux
points donnés et qu’il est toujours possible de tracer un cercle de centre
donné et passant par un point donné. La géométrie euclidienne est donc la
géométrie des droites et des cercles, donc de la régle et du compas.
Grace a ces derniers, on peut dés lors, faire des constructions simples comme
celles d’axe ou de centre de symétrie, de paralléle ou de perpendiculaire, ou
plus élaborées comme le polygone a 17 cotés.

1.1 Points constructibles

On travaille dans tout ce qui suit, avec un plan euclidien &.
On suppose donné un ensemble fini & = Ay, ..., A, de points de & (avec n >
2), et on considére deux types de figures (que 'on dira admissible relative-
ment & & ) :

1. les droites passant par deux points distincts de &7 (que l'on construit
a la régle),

2. les cercles, centrés en un point de &2 et passant par un autre point de
Z (que 'on construit au compas).

Définition 1.1. Un point M du plan est dit constructible en un pas a la
regle et au compas a partir de & sl existe des figures admissibles relative-
ment a & dont M est un point d’intersection.

En d’autres termes, il est constructible a partir de & si on peut le construire

en un nombre fini de pas a partir de &2, id est, s’il existe des points My, M, ..., M,
tels que M, = M et que pour i = 1,...,r-1 , M1 est constructible en un pas

a partir de & J My, ..., M.



1.2 Quelques constructions élémentaires
a) Médiatrice et perpendiculaire

Soit [AB| un segment.
— La médiatrice de [AB] est I’ensemble des points équidistants de A et
B. On la construit en tragant les cercles % et %, de centre A (resp B)

passant par B (resp.A) et en joignant leurs points d’intersection C' et
D, comme sur la figure 1.
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FiGure 1

— La perpendiculaire & une droite (AB) passant par un point C' n’ap-
partenant pas & (AB) s’obtient en tracant les cercles de centres A et
B qui passent par C. Ces cercles se recoupent en un point C’ et la
perpendiculaire est donc (C'C").

FIGURE 2



b) Paralléle et partage d’un segment

— Il s’agit de construire la paralléle & (AB) passant par C. Pour ce faire,
on construit le milieu D du segment |BC| (par exemple par la méthode
des médiatrices),ensuite le cercle € de centre D et passant par A. Enfin,
il suffit de tracer la droite [AD] , le second point d’intersection entre le
cercle et cette derniére étant noté E.

La paralléle ainsi cherchée est la droite (EC).

FIGURE 3

— Soit |[AB] un segment et p un entier. Il s’agit de partager ce segment en
p parties égales. On trace dans un premier temps, une sécante a [AB]
passant par A.

Ensuite, on prend un écartement de compas et on reporte cet écarte-
ment p fois & partir de A. Le dernier point obtenu aprés p écartements
est noté G .



Puis on trace la droite (GB).
Enfin, on construit a ’aide de la méthode précédente par exemple, les
paralléles & (GB) qui passent par les points obtenus successivement
apres chaque écartement. Elles partagent ainsi, le segment en p parties
égales(voir figure 4 ot p=5).
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FIGURE 4

c) Report de compas et bissectrice

— Il s’agit lorsqu’on dispose de trois points O, A, B de construire le cercle
de centre O et de rayon AB. On construit les paralléles & (AB) passant
par O et a (OA) passant par B. Elles se coupent en C' et comme OABC
est un parallélogramme, on a AB = OC. On construit alors le cercle
de centre O passant par C.
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FIGURE 5



— On considére l'angle x/\Oy
On pointe le compas au sommet de 'angle et on trace un premier arc
de cercle. On marque les points d’intersection de cet arc avec les deux
cotés de l'angle (sur la Figure 5 ils sont notés M et N).
Ensuite, on pointe successivement le compas aux points d’intersection
M et N et on trace deux arcs de cercle de méme rayon (en gardant le
méme écartement du compas entre les deux opérations). Enfin on note
P le point d’intersection de ces deux arcs.
Ainsi la droite qui relie le sommet de I’angle et le point d’intersection
des deux derniers cercles noté P est la bissectrice de I’angle xOy.
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1.3 Réels constructibles

Définition 1.2. Sit est un réel , on dit que t est un nombre constructible
st et seulement si le point de l'aze Ox d’abscisse t est un point constructible
(méme résultat en remplagant Ox par Oy et abscisse par ordonnée).

1.4 Structure et propriétés de ’ensemble 7 des nombres
constructibles

Nous allons montrer que 'ensemble .2 des nombres constructibles est un
sous-corps de R qui contient Q et qui est stable par racine carrée.

Dans cette partie, on se donne O et I deux points dans & et on prend O
comme origine et O comme unité de longueur. On construit la droite (O)
que I'on prend comme axe des . Ensuite, on construit le point I’ symétrique
de I par rapport & O et on trace la médiatrice de [II'] et un point J de
cette médiatrice tel que OI = OJ. Ainsi, on prend O, I,J comme repére
orthonormé et (OJ) comme axe des y.



axe desy

I O axe des x |
(0] O

FIGURE 7

a) Les rationnels sont constructibles

Proposition 1.3. Les nombres rationnels sont constructibles.

Démonstration. 11 suffit de montrer que que le point (5,0) est constructible
ou (p,q) € ZxZ*. Pour ce faire, a partir du point P = (p,0) qui est construc-
tible, on prend le segment [OP] et on le partage en ¢ parties égales en utilisant
la méthode du § b) du 1.2 .

b) Structure de corps

Théoréme 1.4. L’ensemble des nombres constructibles J est un sous-
corps de R.

Démonstration. 11 faut montrer que % est stable par +, - | X et + | ie
si x et y sont constructibles alors z+y, x - y, xy et £ sont constructibles.

X
Y
1. Sixz € %, alors -x € % .
En effet, si A est le point de (Ox) d’abscisse x, en utilisant le cercle de
centre O passant par A , on construit le point A’ de (Oz) d’abscisse -x.

2. Six et y sont dans £, alors x + y € %
Soient A et B les points de (Ox) tels que OA = z et AB = y; A est
constructible et B aussi en utilisant le cercle de centre A et de rayon
ly|. Ainsi, OB =z +y et donc z +y € 4.

3. Six et y sont dans £, alors xy € &
. Enlevons le cas trivial ou zy=0.
Soient A le point de (Oz) tel que OA = z et B le point de (Oy) tel que



OB =y.
La parallele & (IB) passant par A coupe (Oy) en C. D’aprés le théo-

réme de Thalés, on a % = %, d’ou OC' = xy.

FIGURE 8

4. SixE%,alors%G%.
Soit A sur (Oz) tel que OA = z. La paralléle a (A.J) passant par [
coupe (Oy) en B. D’aprés le théoréme de Thalés, on a : % = %. D’ou
OB =

8=

FIGURE 9



c) Stabilité par racine carrée

Proposition 1.5. Siz € % et x > 0, alors \/x est dans .

Démonstration. Supposons x > 0 et soit A le point de l'axe (Oz) tel que
TA = z. On se rameéne au cas ¥ > 1 (si < 1, on construit d’abord la racine
de % puis on prend l'inverse). On trace le demi-cercle de diamétre OM situé
dans le demi-plan y > 0, puis la perpendiculaire & (OM) en I. Elle recoupe le

demi-cercle en A. Le triangle OAM est rectangle donc cos ]\70\14:% = %.
On en déduit que OA?=0OM x OI = z. Ainsi OA = /7 et on prend l'inter-
section du cercle de centre O passant par A avec 'axe des x pour obtenir le

point cherché.

>0

FiGure 10

Remarque. Ainsi, grace a ces propriétés que posséde l’ensemble des
nombres constructibles, on peut d’ores et déja donner de nombreux exemples

de nombres constructibles tels —%, V3, 2+j§*/§.

1.5 Caractérisation des éléments de %~

Théoréme 1.6 Soit © un nombre réel. Alors x est constructible si et
seulement si il existe une suite Ko, Ky, --- K. de sous-corps de R vérifiant
les conditions suitvantes :

1. on a Ky =Q,



10

2. onaKy C Ky C --- CK,, plus précisément, pour chaquei = 1,2,--- | r,
il existe d; € K;_y tel que K; = Ki_y(V/dy),
3. onaxeK,.

Remarques importantes.
1. Pouri=1,---,r on a K; = K;_;(+/d;), et donc :

K] = { ) S K

Dans les deux cas, on a :
[KT . @] = [KT : Kr—l] X [Kr—l :KT_Q] X+ X [Kl : Q]
=2 pour 1 <j<r.

De plus, on a Q C Q(z) C K, donc [Q(z) : Q| est un diviseur de 27,
c’est donc une puissance de 2 que nous noterons 2P. Ainsi la famille
a 2P + 1 éléments : 1,2, 2%+, 2% est liée dans Q(z) et il existe alors
ag, aq,- -+, aop dans Q non tous nuls tels que ag+aqz+- - -+ agr® = 0.

Conclusion : Tout nombre constructible est algébrique sur Q et son
degré est une puissance de 2.

2. La réciproque du théoréme 1.6 est fausse
Contre-exemple : Considérons le polynome P(X) = X* — X — 1.
Nous allons montrer grace a un prochain théoréeme, que celui-ci est ir-
réductible sur Q et qu’il posséde une racine réelle & non constructible.
Ainsi, on aura [Q(a) : @Q|=4 qui est une puissance de 2, et donc « est
de degré une puissance de 2 mais non constructible.

Pour démontrer ce théoréeme, nous avons besoin d’'un lemme préliminaire :

Lemme 1.7. Soit & =My = O, M, = I, M,,---, M, un ensemble fini de
points de points de & dont toutes les coordonnées sont dans un sous-corps K
de R. Soit M = (z,y) un point construit en un pas & partir de . Alors, il
existe un élément d € K tel que x,y € K(V/d).

Démonstration. Notons & I’ensemble des droites joignant deux points de
P et € 'ensemble des cercles centrés en un point de & et passant par un
point de .

On sait que M est un point constructible donc il est intersection de deux
éléments de Z et/ou de €. Il faut donc distinguer trois cas :

2 sinon car X? — d; est le polynome minimal de 1/d; sur K;.
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1. Si M = (x,y) est intersection de deux droites A; et Ay de Z alors il
vérifie I’équation a coefficients dans K de chacune des deux droites :

ar+by+c =0
dr+by+cd =0

Ainsi, on déduit = et y :

bd —be —ac +d'c
r=—— =
abl — a'b y abl — a'b

On voit alors que x et y appartiennent a K(v/1).

2. Si M = (x,y) est I'intersection d’une droite et d'un cercle , alors M
vérifie les équations suivantes :

ar + by + ¢ =0
{ 4+ y?+ar+By+y =0.
Si on suppose b # 0 (si b = 0 alors on a a # 0 et on procédera de
méme) alors la premiére équation se réécrit y = pxr + q avec p,q € K
On reporte cela dans la deuxiéme équation et on montre alors que x
est solution de I’équation du second degré suivante :

(14 p*)a* + (2pg + a + Bp)r +¢* + Bg+~ = 0.

Alors si on note d le discriminant de cette équation, il est dans K et on
a ainsi z qui est dans K(v/d). On en conclut aussi grace aux équations
que y est dans K(v/d).

3. Si M = (z,y) est intersection de deux cercles de ¢, alors M vérifie :
P+l +ar+By+y =0
P+ +adz+py++ =0.

Par différence, on se raméne au cas précédent.

Démonstration du Théoréeme 1.6. On montre par récurrence sur r la
propriété P(r) suivante :

St P =My = O,My = I,Ms,---, M, sont des points du plan tels
que, pour i =1,--- r—1, M; 1 soit construit en un pas a partir de &,
alors il existe une suite de corps Ko, - - - , K, vérifiant les conditions du
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théoreme 1.6 et tels que les coordonnées de tous les M; soient dans K.

La propriété est vraie pour r = 0.

Supposons la propriété vraie pour r et montrons P(r-+1).

Les coefficients des points My, - - -, M, sont dans K, par hypothése de
récurrence. On rajoute un point M = M, construit en un pas a par-
tir des M;. D’apres le lemme 1.7 les coordonnées de M sont dans un
corps K = K(v/d) avec d € K,, et on ajoute ainsi K, a la suite des K;.

Théoréme 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de polyndéme minimal P.
Alors x est constructible si et seulement si le corps de décomposition de P,
Dp(Q) est de degré une puissance de 2 sur Q.

Remarque. Pour démontrer ce dernier, il est nécessaire de faire appel a
la théorie de Galois, notamment a son théoréme fondamental et d’en préciser
le cadre, mais également a quelques résultats d’algebre.

Rappels sur la théorie de Galois

Définition 1.8. Soit L : K une extension de corps. Le groupe de Galois

G associé a cette extension est [’ensemble des automorphismes de L fixant
K.

Définition 1.9. Notons .F l’ensemble des extensions intermédiaires, id est
l’ensemble des sous-corps M tels que K C Ml C I et 4 l’ensemble de tous les
sous-groupes de G. On définit alors deux applications :

x: . F — 9
M — M*
et
1Y — F
H+—— HT
telles que si Ml € Z, alors M* est le groupe des automorphismes de 1L lais-
sant invariant M. Si H € 4, alors H' est le corps fizre de H, c’est a dire

Uensemble des x de 1L tels que f(x) = x pour tout f de H.
Et on remarque de plus, que les applications sont décroissantes.

Théoréme fondamental 1.10. St L : K est une extension finie et nor-
male alors :
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1. Le groupe de Galois G est d’ordre [L : K].

2. St M est une extension intermédiaire, alors :

{ [L:M| = card(M*)
[M: K] = card(G)/card(M™).

3. Les applications * et T sont bijectives, réciproques 'une de l'autre et
sont décroissantes.

Remarque. Une extension algébrique L : K est dite normale si et seule-
ment si tout morphisme de corps fixant K est un automorphisme de LL. Par
exemple, un corps de décomposition d'un polynome est une extension nor-
male.

Résultats d’algébre utiles

Lemme 1.11. i G est un groupe fini, considérons l'action de conjugaison
de G sur lut--méme. Notons C; les classes de conjugaison associées, a savoir,
pour tout g de G, Ci(g) = {zxgz™, x € G} pour chaque i < card(G).

Alors le cardinal de chacune des classes de conjugaison divise ’ordre de G.

Démonstration. Ici, chacune des classes de conjugaison est en fait une or-
bite sous l'action de G. Or, une orbite w(z) est de cardinal un diviseur de
card(G). En effet, on a ’égalité suivante :

B card(QG)
card(w(z)) = card(stabg(z))

ol Stabg(r) = {g € G, grg™' = x} qui est un sous-groupe de G.

Lemme 1.12. Si A est un groupe fini, dont [’ordre est divisible par un nombre
premier p, alors il admet un élément d’ordre p.

Lemme 1.13. Si card(G)=p", alors Z(G) (I’ensemble des éléments de G
qui commutent avec tout élément de G) contient un élément d’ordre p.

Démonstration. Les cardinaux des classes divisent p” par le lemme 1.11.
Comme celle de 1 est réduite a 1, on déduit, grace a ’équation aux classes
(14+C1+ -+ Cp=p" ,k <p") qu'il y en a d’autres qui sont de cardinal 1.
Or, les classes de cardinal 1 sont celles des éléments du centre. Il en résulte
que le centre n’est pas réduit a {1} Comme c¢’est un sous groupe, son cardinal
divise p", donc ¢’est un multiple de p. On conclut en utilisant le lemme 1.12.
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Corollaire 1.14. Si G est un groupe fini, et card(G)=2" alors il existe
une suite croissante Gy C --- C G, de sous-groupes distingués de G tels que
card(G;) = 2" pour tout 0 <1 <r.

Démonstration. On montre par récurrence sur n la propriété P(r) suivante :
Si G est un groupe fini, et card(G)— 2" alors il existe une suite croissante
Gy C -+ C G, de sous-groupes distingués de G tels que card(G;) = 2 pour
tout 0 < ¢ <r.

Le cas r = 0 est trivial.

Soit r € N* et supposons P(r). Soit G' un groupe fini de cardinal 2", Alors
Z(G) admet un élément x d’ordre 2 par le lemme 1.13.

Considérons le sous-groupe < x > engendré par cet élément qui est donc de
cardinal 2. Le quotient G/< x > existe et est de cardinal 2". On lui applique
I’hypotheése de récurrence, donc il existe une suite croissante Go C --- C G, de
sous-groupes distingués de G tels que card(G;)=2" pour tout 0 < i < r. En-
suite, on considére leur image réciproque dans G et on obtient alors P(r +1).

Démonstration du Théoreme 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de po-
lyndéme minimal P. Notons |[Dp(Q) : Q| le degré de Dp(Q) sur Q (cette ex-
tension vérifie les hypothéses du Théoréme fondamental 1.10) et G le groupe
de Galois associé.

Supposons que x soit constructible. D’aprés le Théoréme 1.6, il existe une
suite de sous-corps de R, K; C Ky C --- C K, avec Ky = Q, z € K, et pour
1 S 1 S r— 1, [Ki-l—l . K,]:2
On pourra démontrer que cette suite peut étre prolongée en une suite K; C
-C K, C - CK,avec pour 1 < i < ¢q—1 Ky @ Ki]=2 ou K, est
une extension normale de Q contenant Dp(Q). Comme [Dp(Q) : Q] est un
diviseur de |K, : @Q=27"1, on en conclut que le corps de décomposition de
P, Dp(Q), est de degré une puissance de 2 sur Q.

Réciproquement, supposons qu’il existe r € N* tel que [Dp(Q) : Q]= 2". Par
le 1. du Théoréme fondamental 1.10 de Galois, on en déduit que card(G)—
2",

Par le corollaire 1.14, on en déduit qu’il existe une suite croissante Gy C
.-+ C G, de sous-groupes distingués de G tels que card(G;) = 2 pour tout
0<i<r.

Notons pour 0 <1 < r, K; le corps fixe de Gi_i. Le 3. du Théoréme fonda-
mental de Galois 1.10 , montre que [K;; : K;] est égal a 2. Enfin, en utilisant
le Théoreme 1.6, on en conclut que z est constructible.
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Retour sur la réciproque du Théoréme 1.6 Comme nous l'avons dit
précédemment, cette réciproque est fausse et désormais, nous disposons des
outils nécessaires pour le prouver.

Considérons donc le polynome P(X) = X% — X — 1. 1l se décompose dans
R[X] en un produit de deux polynomes du second degré :

PX)=X'-X—-1=(X>+aX +b)(X*+dX +V)

ot a,b,d’,t/ € R. On a alors par identification, les relations suivantes :

a+a =0 a =—a

b+b +ad =0 b+ b = a?
af +ab=—-1 ") al/ —b) =1
by = —1. b = —1.

Il en résulte donc que b et ¥ sont racines de X? — a?X — 1 = 0. Comme
a et a’ sont opposés, on peut supposer par exemple a > 0 d’ou ¥’ < b et on

h= a?+vat+4
2
| — a?—+va*t+4
obtient alors : 2
bV —b=—va*+4

avat+4=1.

— Le polynome X?+aX +b a pour discriminant A; = —a?—2v/a* +4 <0
donc il a deux racines complexes p et .

— Le polynome X?+a’X 4V a pour discriminant Ay = 2v/a* + 4—a® > 0.
Il a donc deux racines réelles « et 3.

— A partir de avat+4 = 1, on en déduit que a? est racine du poly-
nome X° 4+ 4X — 1. On pourra montrer que ce polynéme n’ a pas de
racine dans Q et ainsi qu'il est irréductible dans Q[X]. D’ou a? est
algébrique sur Q et de degré 3. Le Théoréme 1.6 nous dit alors que a?
n’est pas constructible, et donc que a n’est pas constructible. Comme

a+ (3 = —d = a, on peut affirmer que I'une au moins des deux racines
n’est pas constructible. Ainsi, P(X) a au moins un e racine réelle non
constructible.

— a n’étant pas constructible, n’appartient pas a Q et la décomposition
de P(X) considérée plus haut, n’est pas une décomposition dans Q[X].
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De plus X2+ aX +b n’a pas de racine réelle, d’oil aucune autre décom-
position ne peut se faire dans Q[X]. P(X) est alors irréductible dans Q.

P(X) est le polynéme minimal de « sur Q et son corps de décomposition
est Dp(Q) = Q(u, 71, v, 3). On a par identification, y+ 7 = —a et donc
a’> € Dp(Q). Or, a? est algébrique sur Q et de degré 3, il en découle alors
que [Dp(Q) : Q] est divisible par 3 et ainsi ce n’est pas une puissance
de 2. Le Théoréme 1.7 assure que o n’est pas constructible, et pourtant
ce nombre est de degré 4 sur Q, puisque P est irréductible sur Q.

Applications

Duplication du cube, trisection de ’angle

. Le probléme de la duplication du cube consiste a considérer le cube

unité de coté OI et de construire un cube de volume double, id est de
construire le nombre /2.

Proposition 2.1. /2 n'est pas constructible, donc la duplication du
cube est impossible.

Démonstration. Considérons le polynéme X3 —2. Si ce polynome n’était
pas irréductible dans Q, alors il se décomposerait dans Q et un des fac-
teurs serait forcément de degré 1. Ainsi, ce polynome aurait une racine

dans Q. Or les seules racines de ce dernier sont v/2, jv/2 et j2¢/2. On
va pouvoir conclure grace a ce lemme suivant :

Lemme 2.2. /2 est irrationnel.

Démonstration. Raisonnons par absurde en supposant que /2 est ra-
tionnel, idest il existe p et ¢ deux entiers avec ¢ # 0 premiers entre eux
tels que v/2 = g. En élevant au cube on obtient : 2¢®> = p* (1). Donc p
est pair d’ou il existe p’ tel que p = 2p et en simplifiant dans (1) par 2
on a: ¢ = 4p”. Ainsi g aussi est pair, ce qui contredit le fait que p et
q sont premiers entre eux.

Ainsi v/2, jv/2 et j2+/2 ne sont pas rationnels, donc le polynéome X3 —2
est irréductible sur Q. De plus il est unitaire donc c’est le polynome
minimal de /2 sur Q. Il en résulte que /2 est algébrique sur Q et
de degré 3. Donc par la contraposée du Théoréme 1.6, on en déduit
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que /2 n’est pas constructible, et donc que la duplication du cube est
impossible.

2. La trisection de l’angle consiste a tracer les deux demi-droites qui
partagent un angle quelconque donné en trois angles égaux. Ce pro-
bléme est aussi impossible car nous allons montrer que cos § n’est pas
constructible et donc que 'angle 7 n’est pas trisectable.

s

o n'est pas constructible et donc a fortiori

Proposition 2.3. e nombre cos
que l’angle 5 n’est pas trisectable.
Démonstration. On a cos 30 = 4 cos®0 — 3 cos 6, donc cos 5 est racine
du polynéome P(X) = 4X3 —3X —1/2. Montrons que ce dernier est irréduc-
tible sur Q. Raisonnons par ’absurde et supposons qu’il le soit. Alors, un
des facteurs de la décomposition est de degré 1 et a donc une racine dans Q
qu’on note o = 5 avec p, q deux entiers tels que ¢ # 0 et pged(p,q) = 1. On
en déduit que p divise ¢* et ¢? divise 8p*. D'ou a = 1,—1,1/2 ou —1/2. Or
ces quatre nombres ne sont pas racines de P(X). On en conclut dans ce cas,
P(X)

que P(X) est irréductible sur Q. Ainsi —; est le polynome minimal de cos

5, et donc ce dernier est algébrique de degré 3 (qui n’est pas une puissance
de 2) sur Q.

Le Théoréme 1.6 montre que cos § n’est pas constructible et a fortior: %
n’est pas un angle trisectable.

Remarque. On pourra démontrer que :
Un angle 0 est trisectable si et seulement si le polynome 4X3 —3X —cos 0 est

réductible dans Q(cos 0)[X].

2.2 Quadrature du cercle

La quadrature du cercle consiste a construire a la régle et au compas
un carré ayant méme aire qu'un cercle donné. Si ceci était possible alors on
pourrait construire un carré dont la longueur du coté serait /7. Or d’apreés
le Théoréme suivant, ceci n’est pas possible :

Théoréme 2.4 (Lindemann 1882). Les nombres m et /7 ne sont pas
algébriques sur Q (donc non constructibles rendant la quadrature du cercle
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impossible).

2.3 Les polygones réguliers

Dans cette partie, le résultat le plus important est le suivant :

Théoréme 3.1. Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

Le polygone régulier a n cotés est constructible si et seulement si n est de la
formen = 2% ---p, avec a > 0,7 > 0, les p; premiers, distincts et de la
forme 22" + 1 (nombres de Fermat).

Remarque. Les seuls exemples de nombres de Fermat connus sont 3,5,17,257
et 65537.

Construction effective du pentagone

Dans le cas n = 5 = 22 + 1, on peut en effet construire a la régle et
au compas le pentagone car 5 vérifie les hypothéses du théoréme précédent.
Maintenant, pour réaliser une construction effective de ce polygone, on va
utiliser la théorie de Galois afin de construire cos %’T Si on note ¢ qui vaut
e%, alors

Col=(C=D+C++) =0

. De plus, Q est inclus dans Q(¢) et 1+ +---+¢* est irréductible et unitaire

sur Q donc [Q(C) : Q | est égal a 4.
Par le Théoréme 1.6 et le Théoréme 1.7 , on en déduit qu’il existe une suite

de sous-corps de R :
@:K()CKlCKQIQ(C)

telle que chaque ¢ — 1,2,
[Kz : Kz’—l] = 2.

Ensuite, on définit le groupe de Galois associé a l'extension Q C Q(()
G = Gal(Q(¢)/Q) ('ensemble des automorphismes de corps o : Q(¢) —
Q(¢) tel que o|g =Idg). De plus, on peut montrer que le groupe de Ga-
lois G s’injecte dans (Z/nZ)* = (Z/4Z) , mais ici ils sont isomorphes donc
card(Gal(Q(¢)/Q))est égal a 4.

En effet, si o appartient a Gal(Q(¢)/Q), alors (¢) = ¢ ou i, est tel que
pgcd(iy,m) = 1. Ainsi, on a le lemme suivant :
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Lemme 3.2.

¢ : Gal(Q(¢/Q) — (Z/nZ)"

O 14
est un homomorphisme.

Enfin, le Théoréme fondamental 1.10 de Galois assure qu’il existe une bi-
jection entre :

1. les extensions intermédiaires :
Q=Ko CK; C Ky =Q((). (1)
2. les sous groupes de G = Gal(Q(()/Q) :
Go=Id)CcGiCGy=G
qui sont tels que pour chaque 7 = 0,1, 2,
card(G;) = 271, (2)

K; = Q(¢)% = {z € Q(¢) tel que Vg € Gy, g(x) = } (3)
et inversement,

Gi = Gal(Q(¢)/K) (4)

Ainsi, il est toujours plus facile de trouver des sous-groupes que des exten-
sions intermédiaires, la est tout I'intérét du Théoréme fondamental de Galois.
Dong, il nous faut tout d’abord trouver des générateurs de Gal(Q(¢)/Q) =~
(Z/AZ). 11 est naturel d’essayer oq : ¢ — (2 et on se rend compte qu'il est
bien d’ordre 4.

o1 =02 : ( — (! est donc d’ordre 2 et est générateur de G,

oy =0y : ( — ( est d’ordre 1 et est générateur de Gb.

Ainsi on remarque quelque chose qui va nous étre utile dans la suite, a savoir :
pour chaque 7 = 1,2, si on note o; le générateur du groupe Gj, alors

aiz_l = 0;. (5)

Rappelons alors tout ce que nous savons :

2 2
AN AN
C 'K, C

Q=K Ko =Q(¢)-
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Gy=(Id)c Gy C Go=G .
— ~~ N~——

=<(—(> =<(—(¢T> =<(—(2>

Ainsi, notre but ici va étre de rechercher des éléments appartenant a chacun
des corps et grace a la relation (1), on sait qu’on va atteindre un élément de
@, qui lui, sera alors constructible. Pour réaliser cela, il nous suffira grace a la
relation (3), de trouver des éléments qui restent fixes par les générateurs de
chacun des groupes. Pour construire de tels éléments, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 3.3. Pour chaque i = 1,2, on note o; le générateur du groupe Gj.
Supposons que o; fize x. Siy est tel que y = o;_1(x) alors v + y et xy sont
fixes par o;_1, et donc appartiennent a K;_;.

Démonstration. Soient x et y comme dans le lemme ci-dessus. Alors :
oi_1(z+vy) =y + 02 ,(z). Or d’apres la relation (5), 02 ; = 0;, d’ou :
O-i—l(x + y) =Y+ O'Z(LIZ‘)

car o; fixe x. Ainsi x +y appartient & K;_;. Comme o; pour tout i =1,--- ,4
est un morphisme d’algébre, il en est de méme pour zy.

Posons w; = ¢ qui est bien fixe par o : ( — ( (générateur du groupe
Gs).

Ensuite, on pose wy = o2 (wy). Alors, le lemme 3.3 affirme que :

21 = Wy + We

=¢+¢H

est fixe par o7 (générateur du groupe G1), et donc que z; appartient a K;.
Ensuite, on pose

Z9 = 0'0(21)
— C2 + <—2‘
De méme :
Y1 =21+ 22

=(+(H O+
=1
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est fixe par og (générateur du groupe Gy) et donc y; appartient & Kg = Q.
De méme, le lemme 3.3 montre que :

Y3 = 2122
=(+(H O+
=-1

appartient a Ky = Q.

Remarque. On sait par ailleurs, que z; et 2o sont racines du polynome
du second degré a coefficients dans Q :

P(X)=X*+X -1

. Conclusion : On va réussir a construire z; = 2008(21’—;) et donc le point
d’abscisse cos(2f—;r), le tout est de savoir construire les solutions d’une équation

du second degré.

Méthode pour construire les solutions d’une équation du second
degré.

Soient x7 et x5 tels que :

{1’14‘1’2 = -b

19 =C

avec ¢ < 0. Pour construire ces deux points, il suffit de tracer le cercle I' de

centre O(52,14¢) passant par les points (0,1) et (0,c). Alors z; et @5 sont les

deux points d’intersection du cercle avec ’axe des abscisses.

Démonstration. Cela vient de la proposition suivante :

Proposition 3.3 : Puissance d’un point par rapport & un cercle.
Soient M un point, I" un cercle de centre O et de rayon R et (d) une droite
passant par M et rencontrant le cercle en A et B. On appelle alors puissance
du point M par rapport au cercle I' le produit des mesures algébriques de M A
et MB. Ce produit est indépendant de la droite choisie et vaut toujours :

MA-MB = MO? - R* = Pr(M).
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Démonstration. Soit A" construit tel que [AA’] soit un diameétre de I'. On
écrit alors :

—
MA.MB = MA.MA’

— (MO + OA).(MO + OA)
= MO® — R%.

FiGure 11

D’ou Pr(0) = xyx9 = 1.c (voir figure 12 avec ¢ = —3 et b = —4)

FIGURE 12

Ainsi, grace a cette méthode on peut réaliser une construction du penta-
gone a la régle et au compas (voir figure 13).
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FIGURE 13

1.5
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Construction effective du polygone a 17 cotés

De méme, la aussi dans le cas n = 17 = 22" 4 1, on peut construire a la
régle et au compas le polygone a 17 cotés car 17 vérifie les hypothéses du

théoréme précédent. Maintenant, pour réaliser une construction effective de

ce polygone, on va utiliser la théorie de Galois afin de construire cos i—’;

Si on note ¢ qui vaut e%, alors
(T=1= (= D(A+¢+ 4+ =0

. De plus, Q est inclus dans Q(¢) et 1+ +- - -+ est irréductible et unitaire

sur Q donc [Q(C) : Q| est égal a 16.
Par le Théoréme 1.6 et le Théoréme 1.7 , on en déduit qu’il existe une suite
de sous-corps de R :

Q:KQCK1CK2CK3CK4:@(<)
telle que chaque 7 = 0,1,--- 4,

[Kz : Ki—l] = 2.

Ensuite, on définit le groupe de Galois associé a l'extension Q C Q(()
G = Gal(Q(¢)/Q) (I'ensemble des automorphismes de corps o : Q(¢) — Q(()
tel que o)g =Idg). De plus, d’aprés le lemme 3.2, card(Gal(Q(¢)/Q))est égal
a 16.

Enfin, le Théoréme fondamental 1.10 de Galois assure qu’il existe une bijec-
tion entre :

1. les extensions intermédiaires :
Q=Ko CK, CK; CK3 CKy=Q(C). (6)
2. les sous groupes de G—=Gal(Q(¢)/Q) :
Gy,=(Ud)CG3C Gy CGL CGy=G
qui sont tels que pour chaque z = 0,1,--- 4,
card(G;) = 247, (7)
K, =Q(¢)% = {r € Q(¢) tel que Vg € Gy, g(2) =2} (8)

et inversement,

G, = Gal(Q(¢)/K;) (9)
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De méme dans la construction du pentagone, il est toujours plus facile de
trouver des sous-groupes que des extensions intermédiaires. Donc, il nous
faut tout d’abord trouver des générateurs de Gal(Q(¢)/Q) = (Z/16Z). 11 est
naturel d’essayer 7 : ( —— (2, mais on se rend compte trés vite qu’il est
seulement d’ordre 8.

Alors on essaie 0p : ( — (3 et cette fois-ci cet élément est bien d’ordre
16.

o1 =03 : ( — (% est donc d’ordre 8 et est générateur de Gj.

oy =0y : ( — (1 est d’ordre 4 et est générateur de Go.

o3 =08 : ( — (! est d’ordre 2 et est générateur de Gi.

o4 =038 : ( — ( est d’ordre 1 et est générateur de Gy.

Rappelons alors tout ce que nous savons :

2 2 2
AN, AN, AN, AN
@:Ko Cc K" C C

G4:(]d)c G3 C G2 C Gl C GOIG .
——— ~~ N~~~ ~~ N——

=<(—(> =<(—(7> =<—(T> =< (T8> =<(—(3>

Ko

On va la aussi rechercher des éléments appartenant a chacun des corps et
grace a la relation (6), on sait qu’on va atteindre un élément de Q, qui
lui, sera alors constructible. Pour réaliser cela, il nous suffira grace a la re-
lation (8), de trouver des éléments qui restent fixes par les générateurs de
chacun des groupes. Pour construire de tels éléments, on utilisera le lemme
3.3.

Posons w; = ¢ qui est bien fixe par ol% : ( — ( (générateur du groupe
Gy).

Ensuite, on pose wy = o§(w;). Alors, le lemme 3.3 affirme que :

21:w1+w2

=(¢+¢H

est fixe par of (générateur du groupe G3), et donc que z; appartient a K.
Ensuite, on pose

2 = 0y(21)
= ¢t
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De méme :

Y1 =21+ 2
=C+C

est fixe par o (générateur du groupe Gs) et donc y; appartient a K. De
méme, le lemme 3.3 montre que :

Y3 = 2122
:<5+<—5+<3+<—3

appartient a Ks.

Remarques.

1. On sait par ailleurs, que z; et 29 sont racines du polynéme du second
degré a coefficients dans Ky :

PB(X)=X -y X +y;

2. On vérifie que par le calcul que oo(y1) = ys.

On va réitérer ce processus jusqu’a atteindre des éléments de Q. On pose :

Y2 = 0’3(2/1)
— C2+<_2 +C8+C_8'
Alors :
1 =Y+ Yo
=+ H T
et y1ys = Ziﬁzl (¥ = —1 sont fixes par o2 (générateur du groupe G;) et

appartiennent a Kj.

Remarque. y; et y, sont racines du polyndome du second degré a coefficients
dans K, :
P(X)=X*—mX -1

. Par ailleurs, on pose :

Ya = 0’3(2/3)(: 00(y2))
=+ O+ T+
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Ainsi,
Ty = Y3+ Ua
=CH P HT AT CTTHE S
et ysys = oo(y1y2) = oo(—1) = —1 sont fixes par o2 (générateur du groupe

(1) et appartiennent a K.

Remarque. y;3 et y, sont racines du polynéme du second degré a coefficients
dans K :
Plbis(X) = X2 — ZL'QX — 1

. Enfin, on note que :

Ty = 0o(71)
:g3+C—3_'_g5_'_g—5_'_g7_'_g—7+c6_'_g—6

On en déduit alors que :

16

T+ X2 = ng
k=1
=1

et z1x0 = 7 = Y10 apC*(ap € N*) sont invariants par oy (générateur du
groupe Gy et donc appartiennent a Kg = Q.

Remarque. Pour trouver » = xx9, on procéde de la facon suivante : on
alors que P(() = ,1€6:1 a,CF —r = 0 est a coefficients dans Q et de degré 16.
Or le polynéme minimal de ¢ sur Q est 1+ ¢ +---+ (6. Donc il existe X tel
que 330 axCF —r =M1+ 4 -+ ¢'%). On a alors 7 = —\ et il suffit donc
par exemple de compter le nombre de termes en ( dans le produit xyx,. Il y
en a 4, donc r = r1x9 = —4.

D’ou x; et x5 sont racines du polynome du second degré a coefficients dans Q :
Py(X) = X?+4+ X —4, et donc sont constructibles par la proposition 1.3 et 1.5.

Conclusion : Grace aux différentes relations, on peut remonter jusqu’a
71 = 2cos(%Z) et construire pas & pas le point d’abscisse cos(3Z).

Tout d’abord, on construit z; et x5 racines du polynome Py(X) = X2+ X —4
grace a la méthode proposée précédemment pour construire les solutions
d’une équation du second degré.
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Ensuite, on construit y; et y, racines du polynome P;(X) = X? — 2 X — 1
ainsi que ys et y, racines du polynome Pipi(X) = X? — 2, X — 1.

Enfin, on construit 2; et z; racines du polynome Pp(X) = X? — 11 X + 3.
Ainsi, on peut faire une construction effective du polygone a 17 cotés a la
régle et au compas (voir figure 14).

FiGURE 14

x1

16



