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21 Nombres réels 
onstru
tiblesLa règle (non graduée) et le 
ompas sont les outils de base permettant detravailler en géométrie.Ainsi, Eu
lide a fondé sa géométrie sur un système d'axiomes qui assure enparti
ulier qu'il est toujours possible de tra
er une droite passant par deuxpoints donnés et qu'il est toujours possible de tra
er un 
er
le de 
entredonné et passant par un point donné. La géométrie eu
lidienne est don
 lagéométrie des droites et des 
er
les, don
 de la règle et du 
ompas.Grâ
e à 
es derniers, on peut dès lors, faire des 
onstru
tions simples 
omme
elles d'axe ou de 
entre de symétrie, de parallèle ou de perpendi
ulaire, ouplus élaborées 
omme le polygone à 17 
�tés.1.1 Points 
onstru
tiblesOn travaille dans tout 
e qui suit, ave
 un plan eu
lidien E .On suppose donné un ensemble �ni P = A1, ..., An de points de E (ave
 n ≥2), et on 
onsidère deux types de �gures (que l'on dira admissible relative-ment à P ) :1. les droites passant par deux points distin
ts de P (que l'on 
onstruità la règle),2. les 
er
les, 
entrés en un point de P et passant par un autre point de
P (que l'on 
onstruit au 
ompas).Dé�nition 1.1. Un point M du plan est dit 
onstru
tible en un pas à larègle et au 
ompas à partir de P s'il existe des �gures admissibles relative-ment à P dont M est un point d'interse
tion.En d'autres termes, il est 
onstru
tible à partir de E si on peut le 
onstruireen un nombre �ni de pas à partir de P, id est, s'il existe des points M1, M2, ..., Mrtels que Mr = M et que pour i = 1,...,r-1 , Mi+1 est 
onstru
tible en un pasà partir de P ∪ M1, ..., Mi.



31.2 Quelques 
onstru
tions élémentairesa) Médiatri
e et perpendi
ulaireSoit [AB℄ un segment.� La médiatri
e de [AB℄ est l'ensemble des points équidistants de A et
B. On la 
onstruit en traçant les 
er
les C1 et C2 de 
entre A (resp B)passant par B (resp.A) et en joignant leurs points d'interse
tion C et
D, 
omme sur la �gure 1.

Figure 1� La perpendi
ulaire à une droite (AB) passant par un point C n'ap-partenant pas à (AB) s'obtient en traçant les 
er
les de 
entres A et
B qui passent par C. Ces 
er
les se re
oupent en un point C ′ et laperpendi
ulaire est don
 (CC ′).

Figure 2



4b) Parallèle et partage d'un segment� Il s'agit de 
onstruire la parallèle à (AB) passant par C. Pour 
e faire,on 
onstruit le milieu D du segment [BC℄ (par exemple par la méthodedes médiatri
es),ensuite le 
er
le C de 
entre D et passant par A. En�n,il su�t de tra
er la droite [AD℄ , le se
ond point d'interse
tion entre le
er
le et 
ette dernière étant noté E.La parallèle ainsi 
her
hée est la droite (EC).

Figure 3� Soit [AB℄ un segment et p un entier. Il s'agit de partager 
e segment en
p parties égales. On tra
e dans un premier temps, une sé
ante à [AB℄passant par A.Ensuite, on prend un é
artement de 
ompas et on reporte 
et é
arte-ment p fois à partir de A. Le dernier point obtenu après p é
artementsest noté G .



5Puis on tra
e la droite (GB).En�n, on 
onstruit à l'aide de la méthode pré
édente par exemple, lesparallèles à (GB) qui passent par les points obtenus su

essivementaprès 
haque é
artement. Elles partagent ainsi, le segment en p partieségales(voir �gure 4 où p=5).

Figure 4
) Report de 
ompas et bisse
tri
e� Il s'agit lorsqu'on dispose de trois points O, A, B de 
onstruire le 
er
lede 
entre O et de rayon AB. On 
onstruit les parallèles à (AB) passantpar O et à (OA) passant par B. Elles se 
oupent en C et 
omme OABCest un parallélogramme, on a AB = OC. On 
onstruit alors le 
er
lede 
entre O passant par C.

Figure 5



6� On 
onsidère l'angle x̂OyOn pointe le 
ompas au sommet de l'angle et on tra
e un premier ar
de 
er
le. On marque les points d'interse
tion de 
et ar
 ave
 les deux
�tés de l'angle (sur la Figure 5 ils sont notés M et N).Ensuite, on pointe su

essivement le 
ompas aux points d'interse
tion
M et N et on tra
e deux ar
s de 
er
le de même rayon (en gardant lemême é
artement du 
ompas entre les deux opérations). En�n on note
P le point d'interse
tion de 
es deux ar
s.Ainsi la droite qui relie le sommet de l'angle et le point d'interse
tiondes deux derniers 
er
les noté P est la bisse
tri
e de l'angle x̂Oy.

Figure 61.3 Réels 
onstru
tiblesDé�nition 1.2. Si t est un réel , on dit que t est un nombre 
onstru
tiblesi et seulement si le point de l'axe Ox d'abs
isse t est un point 
onstru
tible(même résultat en remplaçant Ox par Oy et abs
isse par ordonnée).1.4 Stru
ture et propriétés de l'ensemble K des nombres
onstru
tiblesNous allons montrer que l'ensemble K des nombres 
onstru
tibles est unsous-
orps de R qui 
ontient Q et qui est stable par ra
ine 
arrée.Dans 
ette partie, on se donne O et I deux points dans E et on prend O
omme origine et OI 
omme unité de longueur. On 
onstruit la droite (OI)que l'on prend 
omme axe des x. Ensuite, on 
onstruit le point I ′ symétriquede I par rapport à O et on tra
e la médiatri
e de [II ′℄ et un point J de
ette médiatri
e tel que OI = OJ . Ainsi, on prend O, I, J 
omme repèreorthonormé et (OJ) 
omme axe des y.
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Figure 7a) Les rationnels sont 
onstru
tiblesProposition 1.3. Les nombres rationnels sont 
onstru
tibles.Démonstration. Il su�t de montrer que que le point (p

q
,0) est 
onstru
tibleoù (p, q) ∈ Z×Z∗. Pour 
e faire, à partir du point P = (p, 0) qui est 
onstru
-tible, on prend le segment [OP ℄ et on le partage en q parties égales en utilisantla méthode du § b) du 1.2 .b) Stru
ture de 
orpsThéorème 1.4. L'ensemble des nombres 
onstru
tibles K est un sous-
orps de R.Démonstration. Il faut montrer que K est stable par +, - , × et ÷ , iesi x et y sont 
onstru
tibles alors x+y, x - y, xy et x

y
sont 
onstru
tibles.1. Si x ∈ K , alors -x ∈ K .En e�et, si A est le point de (Ox) d'abs
isse x, en utilisant le 
er
le de
entre O passant par A , on 
onstruit le point A′ de (Ox) d'abs
isse -x.2. Si x et y sont dans K , alors x + y ∈ K .Soient A et B les points de (Ox) tels que OA = x et AB = y ; A est
onstru
tible et B aussi en utilisant le 
er
le de 
entre A et de rayon

|y|. Ainsi, OB = x + y et don
 x + y ∈ K .3. Si x et y sont dans K , alors xy ∈ K. Enlevons le 
as trivial où xy=0.Soient A le point de (Ox) tel que OA = x et B le point de (Oy) tel que
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OB = y.La parallèle à (IB) passant par A 
oupe (Oy) en C. D'après le théo-rème de Thalès, on a OC

OB
= OA

OI
, d'où OC = xy.

Figure 84. Si x ∈ K , alors 1
x
∈ K .Soit A sur (Ox) tel que OA = x. La parallèle à (AJ) passant par I
oupe (Oy) en B. D'après le théorème de Thalès, on a : OB

OJ
= OI

OA
. D'où

OB = 1
x
.

Figure 9



9
) Stabilité par ra
ine 
arréeProposition 1.5. Si x ∈ K et x > 0, alors √
x est dans K .Démonstration. Supposons x > 0 et soit A le point de l'axe (Ox) tel que

IA = x. On se ramène au 
as x > 1 (si x < 1, on 
onstruit d'abord la ra
inede 1
x
puis on prend l'inverse). On tra
e le demi-
er
le de diamètre OM situédans le demi-plan y > 0, puis la perpendi
ulaire à (OM) en I. Elle re
oupe ledemi-
er
le en A. Le triangle OAM est re
tangle don
 
os M̂OA= OA

OM
= OI

OA
.On en déduit que OA2=OM × OI = x. Ainsi OA =

√
x et on prend l'inter-se
tion du 
er
le de 
entre O passant par A ave
 l'axe des x pour obtenir lepoint 
her
hé.

Figure 10Remarque. Ainsi, grâ
e à 
es propriétés que possède l'ensemble desnombres 
onstru
tibles, on peut d'ores et déjà donner de nombreux exemplesde nombres 
onstru
tibles tels −2
3
, 4
√

3, 2+3
√

2√
3

.1.5 Cara
térisation des éléments de KThéorème 1.6 Soit x un nombre réel. Alors x est 
onstru
tible si etseulement si il existe une suite K0, K1, · · · , Kr de sous-
orps de R véri�antles 
onditions suivantes :1. on a K0 = Q,



102. on a K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr, plus pré
isément, pour 
haque i = 1, 2, · · · , r,il existe di ∈ Ki−1 tel que Ki = Ki−1(
√

di),3. on a x ∈ Kr.Remarques importantes.1. Pour i = 1, · · · , r on a Ki = Ki−1(
√

di), et don
 :
[Ki : Ki−1] =

{
1 si Ki = Ki−1

2 sinon 
ar X2 − di est le polyn�me minimal de √
di sur Ki.Dans les deux 
as, on a :

[Kr : Q] = [Kr : Kr−1] × [Kr−1 : Kr−2] × · · · × [K1 : Q]

= 2j pour 1 ≤ j ≤ r.De plus, on a Q ⊂ Q(x) ⊂ Kr don
 [Q(x) : Q℄ est un diviseur de 2j,
'est don
 une puissan
e de 2 que nous noterons 2p. Ainsi la familleà 2p + 1 éléments : 1, x, x2,· · · ,x2p est liée dans Q(x) et il existe alors
α0, α1, · · · , α2p dans Q non tous nuls tels que α0+α1x+· · ·+α2px2p

= 0.Con
lusion : Tout nombre 
onstru
tible est algébrique sur Q et sondegré est une puissan
e de 2.2. La ré
iproque du théorème 1.6 est fausseContre-exemple : Considérons le polyn�me P (X) = X4 − X − 1.Nous allons montrer grâ
e à un pro
hain théorème, que 
elui-
i est ir-rédu
tible sur Q et qu'il possède une ra
ine réelle α non 
onstru
tible.Ainsi, on aura [Q(α) : Q℄=4 qui est une puissan
e de 2, et don
 α estde degré une puissan
e de 2 mais non 
onstru
tible.Pour démontrer 
e théorème, nous avons besoin d'un lemme préliminaire :Lemme 1.7. Soit P =M0 = O, M1 = I, M2, · · · , Mr un ensemble �ni depoints de points de E dont toutes les 
oordonnées sont dans un sous-
orps Kde R. Soit M = (x, y) un point 
onstruit en un pas à partir de P. Alors, ilexiste un élément d ∈ K tel que x, y ∈ K(
√

d).Démonstration. Notons D l'ensemble des droites joignant deux points de
P et C l'ensemble des 
er
les 
entrés en un point de P et passant par unpoint de P.On sait que M est un point 
onstru
tible don
 il est interse
tion de deuxéléments de D et/ou de C . Il faut don
 distinguer trois 
as :



111. Si M = (x, y) est interse
tion de deux droites ∆1 et ∆2 de D alors ilvéri�e l'équation à 
oe�
ients dans K de 
ha
une des deux droites :
{

ax + by + c = 0
a′x + b′y + c′ = 0Ainsi, on déduit x et y :

x =
bc′ − b′c

ab′ − a′b
y =

−ac′ + a′c

ab′ − a′b
.On voit alors que x et y appartiennent à K(

√
1).2. Si M = (x, y) est l'interse
tion d'une droite et d'un 
er
le , alors Mvéri�e les équations suivantes :

{
ax + by + c = 0
x2 + y2 + αx + βy + γ = 0.Si on suppose b 6= 0 (si b = 0 alors on a a 6= 0 et on pro
èdera demême) alors la première équation se réé
rit y = px + q ave
 p, q ∈ KOn reporte 
ela dans la deuxième équation et on montre alors que xest solution de l'équation du se
ond degré suivante :

(1 + p2)x2 + (2pq + α + βp)x + q2 + βq + γ = 0.Alors si on note d le dis
riminant de 
ette équation, il est dans K et ona ainsi x qui est dans K(
√

d). On en 
on
lut aussi grâ
e aux équationsque y est dans K(
√

d).3. Si M = (x, y) est interse
tion de deux 
er
les de C , alors M véri�e :
{

x2 + y2 + αx + βy + γ′ = 0
x2 + y2 + α′x + β ′y + γ′ = 0.Par di�éren
e, on se ramène au 
as pré
édent.Démonstration du Théorème 1.6. On montre par ré
urren
e sur r lapropriété P(r) suivante :Si P =M0 = O, M1 = I, M2, · · · , Mr sont des points du plan telsque, pour i = 1, · · · , r−1, Mi+1 soit 
onstruit en un pas à partir de P,alors il existe une suite de 
orps K0, · · · , Kr véri�ant les 
onditions du



12théorème 1.6 et tels que les 
oordonnées de tous les Mi soient dans Kr.La propriété est vraie pour r = 0.Supposons la propriété vraie pour r et montrons P(r+1).Les 
oe�
ients des points M0, · · · , Mr sont dans Kr par hypothèse deré
urren
e. On rajoute un point M = Mr+1 
onstruit en un pas à par-tir des Mi. D'après le lemme 1.7 les 
oordonnées de M sont dans un
orps K = K(
√

d) ave
 d ∈ Kr, et on ajoute ainsi Kr+1 à la suite des Ki.Théorème 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de polyn�me minimal P .Alors x est 
onstru
tible si et seulement si le 
orps de dé
omposition de P ,
DP (Q) est de degré une puissan
e de 2 sur Q.Remarque. Pour démontrer 
e dernier, il est né
essaire de faire appel àla théorie de Galois, notamment à son théorème fondamental et d'en pré
iserle 
adre, mais également à quelques résultats d'algèbre.Rappels sur la théorie de GaloisDé�nition 1.8. Soit L : K une extension de 
orps. Le groupe de Galois
G asso
ié à 
ette extension est l'ensemble des automorphismes de L �xant
K.Dé�nition 1.9. Notons F l'ensemble des extensions intermédiaires, id estl'ensemble des sous-
orps M tels que K ⊆ M ⊆ L et G l'ensemble de tous lessous-groupes de G. On dé�nit alors deux appli
ations :

∗ : F −→ G

M 7−→ M∗et
† : G −→ F

H 7−→ H†telles que si M ∈ F , alors M∗ est le groupe des automorphismes de L lais-sant invariant M. Si H ∈ G , alors H† est le 
orps �xe de H, 
'est à direl'ensemble des x de L tels que f(x) = x pour tout f de H.Et on remarque de plus, que les appli
ations sont dé
roissantes.Théorème fondamental 1.10. Si L : K est une extension �nie et nor-male alors :



131. Le groupe de Galois G est d'ordre [L : K℄.2. Si M est une extension intermédiaire, alors :
{ [L : M℄ = 
ard(M∗)[M : K℄ = 
ard(G)/
ard(M∗).3. Les appli
ations * et † sont bije
tives, ré
iproques l'une de l'autre etsont dé
roissantes.Remarque. Une extension algébrique L : K est dite normale si et seule-ment si tout morphisme de 
orps �xant K est un automorphisme de L. Parexemple, un 
orps de dé
omposition d'un polyn�me est une extension nor-male.Résultats d'algèbre utilesLemme 1.11. Si G est un groupe �ni, 
onsidérons l'a
tion de 
onjugaisonde G sur lui-même. Notons Ci les 
lasses de 
onjugaison asso
iées, à savoir,pour tout g de G, Ci(g) = {xgx−1, x ∈ G} pour 
haque i ≤ 
ard(G).Alors le 
ardinal de 
ha
une des 
lasses de 
onjugaison divise l'ordre de G.Démonstration. I
i, 
ha
une des 
lasses de 
onjugaison est en fait une or-bite sous l'a
tion de G. Or, une orbite w(x) est de 
ardinal un diviseur de
ard(G). En e�et, on a l'égalité suivante :
ard(w(x)) =


ard(G)
ard(stabG(x))où StabG(x) = {g ∈ G, gxg−1 = x} qui est un sous-groupe de G.Lemme 1.12. Si A est un groupe �ni, dont l'ordre est divisible par un nombrepremier p, alors il admet un élément d'ordre p.Lemme 1.13. Si 
ard(G)=pr, alors Z(G) (l'ensemble des éléments de Gqui 
ommutent ave
 tout élément de G) 
ontient un élément d'ordre p.Démonstration. Les 
ardinaux des 
lasses divisent pr par le lemme 1.11.Comme 
elle de 1 est réduite à 1, on déduit, grâ
e à l'équation aux 
lasses(1+C1 + · · · + Ck = pr ,k ≤ pr) qu'il y en a d'autres qui sont de 
ardinal 1.Or, les 
lasses de 
ardinal 1 sont 
elles des éléments du 
entre. Il en résulteque le 
entre n'est pas réduit à {1} Comme 
'est un sous groupe, son 
ardinaldivise pr, don
 
'est un multiple de p. On 
on
lut en utilisant le lemme 1.12.



14Corollaire 1.14. Si G est un groupe �ni, et 
ard(G)=2r alors il existeune suite 
roissante G0 ⊂ · · · ⊂ Gr de sous-groupes distingués de G tels que
ard(Gi) = 2i pour tout 0 ≤ i ≤ r.Démonstration. On montre par ré
urren
e sur n la propriété P(r) suivante :Si G est un groupe �ni, et 
ard(G)= 2r alors il existe une suite 
roissante
G0 ⊂ · · · ⊂ Gr de sous-groupes distingués de G tels que 
ard(Gi) = 2i pourtout 0 ≤ i ≤ r.Le 
as r = 0 est trivial.Soit r ∈ N∗ et supposons P(r). Soit G un groupe �ni de 
ardinal 2r+1. AlorsZ(G) admet un élément x d'ordre 2 par le lemme 1.13.Considérons le sous-groupe < x > engendré par 
et élément qui est don
 de
ardinal 2. Le quotient G/< x > existe et est de 
ardinal 2r. On lui appliquel'hypothèse de ré
urren
e, don
 il existe une suite 
roissante G0 ⊂ · · · ⊂ Gr desous-groupes distingués de G tels que 
ard(Gi)=2i pour tout 0 ≤ i ≤ r. En-suite, on 
onsidère leur image ré
iproque dans G et on obtient alors P(r+1).Démonstration du Théorème 1.7. Soit x un nombre réel algébrique de po-lyn�me minimal P . Notons [DP (Q) : Q℄ le degré de DP (Q) sur Q (
ette ex-tension véri�e les hypothèses du Théorème fondamental 1.10) et G le groupede Galois asso
ié.Supposons que x soit 
onstru
tible. D'après le Théorème 1.6, il existe unesuite de sous-
orps de R, K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr ave
 K1 = Q, x ∈ Kr et pour
1 ≤ i ≤ r − 1, [Ki+1 : Ki℄=2.On pourra démontrer que 
ette suite peut être prolongée en une suite K1 ⊂
· · · ⊂ Kr ⊂ · · · ⊂ Kq ave
 pour 1 ≤ i ≤ q − 1 [Ki+1 : Ki℄=2 où Kq estune extension normale de Q 
ontenant DP (Q). Comme [DP (Q) : Q℄ est undiviseur de [Kq : Q℄=2q−1, on en 
on
lut que le 
orps de dé
omposition de
P , DP (Q), est de degré une puissan
e de 2 sur Q.Ré
iproquement, supposons qu'il existe r ∈ N∗ tel que [DP (Q) : Q℄= 2r. Parle 1. du Théorème fondamental 1.10 de Galois, on en déduit que 
ard(G)=
2r.Par le 
orollaire 1.14, on en déduit qu'il existe une suite 
roissante G0 ⊂
· · · ⊂ Gr de sous-groupes distingués de G tels que 
ard(Gi) = 2i pour tout
0 ≤ i ≤ r.Notons pour 0 ≤ i ≤ r, Ki le 
orps �xe de G†

r−i. Le 3. du Théorème fonda-mental de Galois 1.10 , montre que [Ki+1 : Ki℄ est égal à 2. En�n, en utilisantle Théorème 1.6, on en 
on
lut que x est 
onstru
tible.



15Retour sur la ré
iproque du Théorème 1.6 Comme nous l'avons ditpré
édemment, 
ette ré
iproque est fausse et désormais, nous disposons desoutils né
essaires pour le prouver.Considérons don
 le polyn�me P (X) = X4 − X − 1. Il se dé
ompose dans
R[X] en un produit de deux polyn�mes du se
ond degré :

P (X) = X4 − X − 1 = (X2 + aX + b)(X2 + a′X + b′)où a, b, a′, b′ ∈ R. On a alors par identi�
ation, les relations suivantes :




a + a′ = 0
b + b′ + aa′ = 0
ab′ + a′b = −1
bb′ = −1.

⇐⇒





a′ = −a
b + b′ = a2

a(b′ − b) = −1
bb′ = −1.Il en résulte don
 que b et b′ sont ra
ines de X2 − a2X − 1 = 0. Comme

a et a′ sont opposés, on peut supposer par exemple a > 0 d'où b′ < b et onobtient alors : 



b = a2+
√

a4+4
2

b′ = a2−
√

a4+4
2

b′ − b = −
√

a4 + 4

a
√

a4 + 4 = 1.� Le polyn�me X2+aX+b a pour dis
riminant ∆1 = −a2−2
√

a4 + 4 < 0don
 il a deux ra
ines 
omplexes µ et µ.� Le polyn�me X2+a′X+b′ a pour dis
riminant ∆2 = 2
√

a4 + 4−a2 > 0.Il a don
 deux ra
ines réelles α et β.� A partir de a
√

a4 + 4 = 1, on en déduit que a2 est ra
ine du poly-n�me X3 + 4X − 1. On pourra montrer que 
e polyn�me n' a pas dera
ine dans Q et ainsi qu'il est irrédu
tible dans Q[X]. D'où a2 estalgébrique sur Q et de degré 3. Le Théorème 1.6 nous dit alors que a2n'est pas 
onstru
tible, et don
 que a n'est pas 
onstru
tible. Comme
α + β = −a′ = a, on peut a�rmer que l'une au moins des deux ra
inesn'est pas 
onstru
tible. Ainsi, P (X) a au moins un e ra
ine réelle non
onstru
tible.� a n'étant pas 
onstru
tible, n'appartient pas à Q et la dé
ompositionde P (X) 
onsidérée plus haut, n'est pas une dé
omposition dans Q[X].



16De plus X2 +aX + b n'a pas de ra
ine réelle, d'où au
une autre dé
om-position ne peut se faire dans Q[X]. P (X) est alors irrédu
tible dans Q.� P (X) est le polyn�meminimal de α sur Q et son 
orps de dé
ompositionest DP (Q) = Q(µ, µ, α, β). On a par identi�
ation, µ+µ = −a et don

a2 ∈ DP (Q). Or, a2 est algébrique sur Q et de degré 3, il en dé
oule alorsque [DP (Q) : Q℄ est divisible par 3 et ainsi 
e n'est pas une puissan
ede 2. Le Théorème 1.7 assure que α n'est pas 
onstru
tible, et pourtant
e nombre est de degré 4 sur Q, puisque P est irrédu
tible sur Q.2 Appli
ations2.1 Dupli
ation du 
ube, trise
tion de l'angle1. Le problème de la dupli
ation du 
ube 
onsiste à 
onsidérer le 
ubeunité de 
�té OI et de 
onstruire un 
ube de volume double, id est de
onstruire le nombre 3

√
2.Proposition 2.1. 3

√
2 n'est pas 
onstru
tible, don
 la dupli
ation du
ube est impossible.Démonstration. Considérons le polyn�me X3−2. Si 
e polyn�me n'étaitpas irrédu
tible dans Q, alors il se dé
omposerait dans Q et un des fa
-teurs serait for
ément de degré 1. Ainsi, 
e polyn�me aurait une ra
inedans Q. Or les seules ra
ines de 
e dernier sont 3

√
2, j 3

√
2 et j2 3

√
2. Onva pouvoir 
on
lure grâ
e à 
e lemme suivant :Lemme 2.2. 3

√
2 est irrationnel.Démonstration. Raisonnons par l'absurde en supposant que 3

√
2 est ra-tionnel, idest il existe p et q deux entiers ave
 q 6= 0 premiers entre euxtels que 3

√
2 = p

q
. En élevant au 
ube on obtient : 2q3 = p3 (1). Don
 pest pair d'où il existe p′ tel que p = 2p′ et en simpli�ant dans (1) par 2on a : q3 = 4p′3. Ainsi q aussi est pair, 
e qui 
ontredit le fait que p et

q sont premiers entre eux.Ainsi 3
√

2, j 3
√

2 et j2 3
√

2 ne sont pas rationnels, don
 le polyn�me X3−2est irrédu
tible sur Q. De plus il est unitaire don
 
'est le polyn�meminimal de 3
√

2 sur Q. Il en résulte que 3
√

2 est algébrique sur Q etde degré 3. Don
 par la 
ontraposée du Théorème 1.6, on en déduit



17que 3
√

2 n'est pas 
onstru
tible, et don
 que la dupli
ation du 
ube estimpossible.2. La trise
tion de l'angle 
onsiste à tra
er les deux demi-droites quipartagent un angle quel
onque donné en trois angles égaux. Ce pro-blème est aussi impossible 
ar nous allons montrer que 
os π
9
n'est pas
onstru
tible et don
 que l'angle π

3
n'est pas trise
table.Proposition 2.3. le nombre 
os π

9
n'est pas 
onstru
tible et don
 a fortiorique l'angle π

3
n'est pas trise
table.Démonstration. On a 
os 3θ = 4 
os3θ − 3 
os θ, don
 
os π

9
est ra
inedu polyn�me P (X) = 4X3 − 3X − 1/2. Montrons que 
e dernier est irrédu
-tible sur Q. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il le soit. Alors, undes fa
teurs de la dé
omposition est de degré 1 et a don
 une ra
ine dans Qqu'on note α = p

q
ave
 p, q deux entiers tels que q 6= 0 et pgcd(p, q) = 1. Onen déduit que p divise q3 et q2 divise 8p3. D'où α = 1,−1, 1/2 ou −1/2. Or
es quatre nombres ne sont pas ra
ines de P (X). On en 
on
lut dans 
e 
as,que P (X) est irrédu
tible sur Q. Ainsi P (X)

4
est le polyn�me minimal de 
os

π
9
, et don
 
e dernier est algébrique de degré 3 (qui n'est pas une puissan
ede 2) sur Q.Le Théorème 1.6 montre que 
os π

9
n'est pas 
onstru
tible et a fortiori π

3n'est pas un angle trise
table.Remarque. On pourra démontrer que :Un angle θ est trise
table si et seulement si le polyn�me 4X3 −3X−
os θ estrédu
tible dans Q(
os θ)[X℄.
2.2 Quadrature du 
er
leLa quadrature du 
er
le 
onsiste à 
onstruire à la règle et au 
ompasun 
arré ayant même aire qu'un 
er
le donné. Si 
e
i était possible alors onpourrait 
onstruire un 
arré dont la longueur du 
�té serait √π. Or d'aprèsle Théorème suivant, 
e
i n'est pas possible :Théorème 2.4 (Lindemann 1882). Les nombres π et √

π ne sont pasalgébriques sur Q (don
 non 
onstru
tibles rendant la quadrature du 
er
le



18impossible).2.3 Les polygones réguliersDans 
ette partie, le résultat le plus important est le suivant :Théorème 3.1. Soit n un entier supérieur ou égal à 3.Le polygone régulier à n 
�tés est 
onstru
tible si et seulement si n est de laforme n = 2αp1 · · · pr ave
 α ≥ 0, r ≥ 0, les pi premiers, distin
ts et de laforme 22m

+ 1 (nombres de Fermat).Remarque. Les seuls exemples de nombres de Fermat 
onnus sont 3,5,17,257et 65537.Constru
tion e�e
tive du pentagoneDans le 
as n = 5 = 221

+ 1, on peut en e�et 
onstruire à la règle etau 
ompas le pentagone 
ar 5 véri�e les hypothèses du théorème pré
édent.Maintenant, pour réaliser une 
onstru
tion e�e
tive de 
e polygone, on vautiliser la théorie de Galois a�n de 
onstruire 
os 2π
5
. Si on note ζ qui vaut

e
2iπ
5 , alors

ζ5 − 1 = (ζ − 1)(1 + ζ + · · ·+ ζ4) = 0. De plus, Q est in
lus dans Q(ζ) et 1+ζ + · · ·+ζ4 est irrédu
tible et unitairesur Q don
 [Q(ζ) : Q ℄ est égal à 4.Par le Théorème 1.6 et le Théorème 1.7 , on en déduit qu'il existe une suitede sous-
orps de R :
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 = Q(ζ)telle que 
haque i = 1, 2,

[Ki : Ki−1] = 2.Ensuite, on dé�nit le groupe de Galois asso
ié à l'extension Q ⊂ Q(ζ)
G = Gal(Q(ζ)/Q) (l'ensemble des automorphismes de 
orps σ : Q(ζ) →
Q(ζ) tel que σ|Q =IdQ). De plus, on peut montrer que le groupe de Ga-lois G s'inje
te dans (Z/nZ)∗ = (Z/4Z) , mais i
i ils sont isomorphes don

ard(Gal(Q(ζ)/Q))est égal à 4.En e�et, si σ appartient à Gal(Q(ζ)/Q), alors σ(ζ) = ζ iσ où iσ est tel que
pgcd(iσ, n) = 1. Ainsi, on a le lemme suivant :



19Lemme 3.2.
φ : Gal(Q(ζ/Q) −→ (Z/nZ)∗

σ 7−→ iσest un homomorphisme.En�n, le Théorème fondamental 1.10 de Galois assure qu'il existe une bi-je
tion entre :1. les extensions intermédiaires :
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 = Q(ζ). (1)2. les sous groupes de G = Gal(Q(ζ)/Q) :
G2 = (Id) ⊂ G1 ⊂ G0 = Gqui sont tels que pour 
haque i = 0, 1, 2,
ard(Gi) = 22−i, (2)

Ki = Q(ζ)Gi = {x ∈ Q(ζ) tel que ∀g ∈ Gi, g(x) = x} (3)et inversement,
Gi = Gal(Q(ζ)/Ki) (4)Ainsi, il est toujours plus fa
ile de trouver des sous-groupes que des exten-sions intermédiaires, là est tout l'intérêt du Théorème fondamental de Galois.Don
, il nous faut tout d'abord trouver des générateurs de Gal(Q(ζ)/Q) ≈

(Z/4Z). Il est naturel d'essayer σ0 : ζ 7−→ ζ2 et on se rend 
ompte qu'il estbien d'ordre 4.
σ1 = σ2

0 : ζ 7−→ ζ−1 est don
 d'ordre 2 et est générateur de G1.
σ2 = σ4

0 : ζ 7−→ ζ est d'ordre 1 et est générateur de G2.Ainsi on remarque quelque 
hose qui va nous être utile dans la suite, à savoir :pour 
haque i = 1, 2, si on note σi le générateur du groupe Gi, alors
σ2

i−1 = σi. (5)Rappelons alors tout 
e que nous savons :
Q = K0

2︷︸︸︷
⊂ K1

2︷︸︸︷
⊂ K2 = Q(ζ).
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G2 = (Id)︸ ︷︷ ︸
=<ζ 7−→ζ>

⊂ G1︸︷︷︸
=<ζ 7−→ζ−1>

⊂ G0 = G︸ ︷︷ ︸
=<ζ 7−→ζ2>

.Ainsi, notre but i
i va être de re
her
her des éléments appartenant à 
ha
undes 
orps et grâ
e à la relation (1), on sait qu'on va atteindre un élément de
Q, qui lui, sera alors 
onstru
tible. Pour réaliser 
ela, il nous su�ra grâ
e à larelation (3), de trouver des éléments qui restent �xes par les générateurs de
ha
un des groupes. Pour 
onstruire de tels éléments, on utilisera le lemmesuivant :Lemme 3.3. Pour 
haque i = 1, 2, on note σi le générateur du groupe Gi.Supposons que σi �xe x. Si y est tel que y = σi−1(x) alors x + y et xy sont�xes par σi−1, et don
 appartiennent à Ki−1.Démonstration. Soient x et y 
omme dans le lemme 
i-dessus. Alors :
σi−1(x + y) = y + σ2

i−1(x). Or d'après la relation (5), σ2
i−1 = σi, d'où :

σi−1(x + y) = y + σi(x)

= y + x
ar σi �xe x. Ainsi x+y appartient à Ki−1. Comme σi pour tout i = 1, · · · , 4est un morphisme d'algèbre, il en est de même pour xy.Posons w1 = ζ qui est bien �xe par σ4
0 : ζ 7−→ ζ (générateur du groupe

G2).Ensuite, on pose w2 = σ2
0(w1). Alors, le lemme 3.3 a�rme que :

z1 = w1 + w2

= ζ + ζ−1est �xe par σ2
0 (générateur du groupe G1), et don
 que z1 appartient à K1.Ensuite, on pose

z2 = σ0(z1)

= ζ2 + ζ−2.De même :
y1 = z1 + z2

= ζ + ζ−1 + ζ2 + ζ−2

= −1



21est �xe par σ0 (générateur du groupe G0) et don
 y1 appartient à K0 = Q.De même, le lemme 3.3 montre que :
y3 = z1z2

= ζ + ζ−1 + ζ2 + ζ−2

= −1appartient à K0 = Q.Remarque. On sait par ailleurs, que z1 et z2 sont ra
ines du polyn�medu se
ond degré à 
oe�
ients dans Q :
P0(X) = X2 + X − 1. Con
lusion : On va réussir à 
onstruire z1 = 2 cos(2iπ

17
) et don
 le pointd'abs
isse cos(2iπ

17
), le tout est de savoir 
onstruire les solutions d'une équationdu se
ond degré.Méthode pour 
onstruire les solutions d'une équation du se
onddegré.Soient x1 et x2 tels que :

{
x1 + x2 = −b
x1x2 = cave
 c ≤ 0. Pour 
onstruire 
es deux points, il su�t de tra
er le 
er
le Γ de
entre O(−b

2
,1+c

2
) passant par les points (0,1) et (0,c). Alors x1 et x2 sont lesdeux points d'interse
tion du 
er
le ave
 l'axe des abs
isses.Démonstration. Cela vient de la proposition suivante :Proposition 3.3 : Puissan
e d'un point par rapport à un 
er
le.Soient M un point, Γ un 
er
le de 
entre O et de rayon R et (d) une droitepassant par M et ren
ontrant le 
er
le en A et B. On appelle alors puissan
edu point M par rapport au 
er
le Γ le produit des mesures algébriques de MAet MB. Ce produit est indépendant de la droite 
hoisie et vaut toujours :

MA · MB = MO2 − R2 = PΓ(M).



22Démonstration. Soit A′ 
onstruit tel que [AA′℄ soit un diamètre de Γ. Oné
rit alors :
−−→
MA.

−−→
MB =

−−→
MA.

−−→
MA′

= (
−−→
MO +

−→
OA).(

−−→
MO +

−−→
OA′)

= MO2 − R2.

Figure 11D'où PΓ(0) = x1x2 = 1.c (voir �gure 12 ave
 c = −3 et b = −4)

Figure 12Ainsi, grâ
e à 
ette méthode on peut réaliser une 
onstru
tion du penta-gone à la règle et au 
ompas (voir �gure 13).
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Figure 13



24Constru
tion e�e
tive du polygone à 17 
�tésDe même, là aussi dans le 
as n = 17 = 222

+ 1, on peut 
onstruire à larègle et au 
ompas le polygone à 17 
�tés 
ar 17 véri�e les hypothèses duthéorème pré
édent. Maintenant, pour réaliser une 
onstru
tion e�e
tive de
e polygone, on va utiliser la théorie de Galois a�n de 
onstruire 
os 2π
17
.Si on note ζ qui vaut e

2iπ

17 , alors
ζ17 − 1 = (ζ − 1)(1 + ζ + · · ·+ ζ16) = 0. De plus, Q est in
lus dans Q(ζ) et 1+ζ+· · ·+ζ16 est irrédu
tible et unitairesur Q don
 [Q(ζ) : Q ℄ est égal à 16.Par le Théorème 1.6 et le Théorème 1.7 , on en déduit qu'il existe une suitede sous-
orps de R :
Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ K4 = Q(ζ)telle que 
haque i = 0, 1, · · · , 4,

[Ki : Ki−1] = 2.Ensuite, on dé�nit le groupe de Galois asso
ié à l'extension Q ⊂ Q(ζ)
G = Gal(Q(ζ)/Q) (l'ensemble des automorphismes de 
orps σ : Q(ζ) → Q(ζ)tel que σ|Q =IdQ). De plus, d'après le lemme 3.2, 
ard(Gal(Q(ζ)/Q))est égalà 16.En�n, le Théorème fondamental 1.10 de Galois assure qu'il existe une bije
-tion entre :1. les extensions intermédiaires :

Q = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ K4 = Q(ζ). (6)2. les sous groupes de G=Gal(Q(ζ)/Q) :
G4 = (Id) ⊂ G3 ⊂ G2 ⊂ G1 ⊂ G0 = Gqui sont tels que pour 
haque i = 0, 1, · · · , 4,
ard(Gi) = 24−i, (7)

Ki = Q(ζ)Gi = {x ∈ Q(ζ) tel que ∀g ∈ Gi, g(x) = x} (8)et inversement,
Gi = Gal(Q(ζ)/Ki) (9)



25De même dans la 
onstru
tion du pentagone, il est toujours plus fa
ile detrouver des sous-groupes que des extensions intermédiaires. Don
, il nousfaut tout d'abord trouver des générateurs de Gal(Q(ζ)/Q) ≈ (Z/16Z). Il estnaturel d'essayer τ : ζ 7−→ ζ2, mais on se rend 
ompte très vite qu'il estseulement d'ordre 8.Alors on essaie σ0 : ζ 7−→ ζ3 et 
ette fois-
i 
et élément est bien d'ordre16.
σ1 = σ2

0 : ζ 7−→ ζ−8 est don
 d'ordre 8 et est générateur de G1.
σ2 = σ4

0 : ζ 7−→ ζ−4 est d'ordre 4 et est générateur de G2.
σ3 = σ8

0 : ζ 7−→ ζ−1 est d'ordre 2 et est générateur de G3.
σ4 = σ16

0 : ζ 7−→ ζ est d'ordre 1 et est générateur de G4.Rappelons alors tout 
e que nous savons :
Q = K0

2︷︸︸︷
⊂ K1

2︷︸︸︷
⊂ K2

2︷︸︸︷
⊂ K3

2︷︸︸︷
⊂ K4 = Q(ζ).

G4 = (Id)︸ ︷︷ ︸
=<ζ 7−→ζ>

⊂ G3︸︷︷︸
=<ζ 7−→ζ−1>

⊂ G2︸︷︷︸
=<ζ 7−→ζ−4>

⊂ G1︸︷︷︸
=<ζ 7−→ζ−8>

⊂ G0 = G︸ ︷︷ ︸
=<ζ 7−→ζ3>

.On va là aussi re
her
her des éléments appartenant à 
ha
un des 
orps etgrâ
e à la relation (6), on sait qu'on va atteindre un élément de Q, quilui, sera alors 
onstru
tible. Pour réaliser 
ela, il nous su�ra grâ
e à la re-lation (8), de trouver des éléments qui restent �xes par les générateurs de
ha
un des groupes. Pour 
onstruire de tels éléments, on utilisera le lemme3.3.Posons w1 = ζ qui est bien �xe par σ16
0 : ζ 7−→ ζ (générateur du groupe

G4).Ensuite, on pose w2 = σ8
0(w1). Alors, le lemme 3.3 a�rme que :

z1 = w1 + w2

= ζ + ζ−1est �xe par σ8
0 (générateur du groupe G3), et don
 que z1 appartient à K3.Ensuite, on pose

z2 = σ4
0(z1)

= ζ4 + ζ−4.



26De même :
y1 = z1 + z2

= ζ + ζ−1 + ζ4 + ζ−4est �xe par σ4
0 (générateur du groupe G2) et don
 y1 appartient à K2. Demême, le lemme 3.3 montre que :

y3 = z1z2

= ζ5 + ζ−5 + ζ3 + ζ−3appartient à K2.Remarques.1. On sait par ailleurs, que z1 et z2 sont ra
ines du polyn�me du se
onddegré à 
oe�
ients dans K2 :
P2(X) = X2 − y1X + y3.2. On véri�e que par le 
al
ul que σ0(y1) = y3.On va réitérer 
e pro
essus jusqu'à atteindre des éléments de Q. On pose :

y2 = σ2
0(y1)

= ζ2 + ζ−2 + ζ8 + ζ−8.Alors :
x1 = y1 + y2

= ζ + ζ−1 + ζ4 + ζ−4 + ζ8 + ζ−8 + ζ2 + ζ−2et y1y2 =
∑16

k=1 ζk = −1 sont �xes par σ2
0 (générateur du groupe G1) etappartiennent à K1.Remarque. y1 et y2 sont ra
ines du polyn�me du se
ond degré à 
oe�
ientsdans K2 :

P1(X) = X2 − x1X − 1. Par ailleurs, on pose :
y4 = σ2

0(y3)(= σ0(y2))

= ζ6 + ζ−6 + ζ7 + ζ−7.



27Ainsi,
x2 = y3 + y4

= ζ5 + ζ−5 + ζ3 + ζ−3 + ζ7 + ζ−7 + ζ6 + ζ−6.et y3y4 = σ0(y1y2) = σ0(−1) = −1 sont �xes par σ2
0 (générateur du groupe

G1) et appartiennent à K1.Remarque. y3 et y4 sont ra
ines du polyn�me du se
ond degré à 
oe�
ientsdans K1 :
P1bis(X) = X2 − x2X − 1. En�n, on note que :

x2 = σ0(x1)

= ζ3 + ζ−3 + ζ5 + ζ−5 + ζ7 + ζ−7 + ζ6 + ζ−6On en déduit alors que :
x1 + x2 =

16∑

k=1

ζk

= −1et x1x2 = r =
∑16

k=1 akζ
k(ak ∈ N∗) sont invariants par σ0 (générateur dugroupe G0 et don
 appartiennent à K0 = Q.Remarque. Pour trouver r = x1x2, on pro
ède de la façon suivante : onalors que P (ζ) =

∑16
k=1 akζ

k − r = 0 est à 
oe�
ients dans Q et de degré 16.Or le polyn�me minimal de ζ sur Q est 1 + ζ + · · ·+ ζ16. Don
 il existe λ telque ∑16
k=1 akζ

k − r = λ(1 + ζ + · · ·+ ζ16). On a alors r = −λ et il su�t don
par exemple de 
ompter le nombre de termes en ζ dans le produit x1x2. Il yen a 4, don
 r = x1x2 = −4.D'où x1 et x2 sont ra
ines du polyn�me du se
ond degré à 
oe�
ients dans Q :
P0(X) = X2+X−4, et don
 sont 
onstru
tibles par la proposition 1.3 et 1.5.Con
lusion : Grâ
e aux di�érentes relations, on peut remonter jusqu'à
z1 = 2 cos(2iπ

17
) et 
onstruire pas à pas le point d'abs
isse cos(2iπ

17
).Tout d'abord, on 
onstruit x1 et x2 ra
ines du polyn�me P0(X) = X2+X−4grâ
e à la méthode proposée pré
édemment pour 
onstruire les solutionsd'une équation du se
ond degré.



28Ensuite, on 
onstruit y1 et y2 ra
ines du polyn�me P1(X) = X2 − x1X − 1ainsi que y3 et y4 ra
ines du polyn�me P1bis(X) = X2 − x2X − 1.En�n, on 
onstruit z1 et z2 ra
ines du polyn�me P2(X) = X2 − y1X + y3.Ainsi, on peut faire une 
onstru
tion e�e
tive du polygone à 17 
�tés à larègle et au 
ompas (voir �gure 14).

Figure 14


